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tn der hier folgenden Arbeit behandle ich nun dieselbe 
Aufgabe für p = 8 und zwar im wesentlichen auf dem von 
Herrn Noether eingeschlagenen Weg. 

Ich lege nämlich der Rechnung eine Kurve achter Ord- 
nung mit 2 dreifachen und 7 Doppelpunkten zu gründe. Das 
ist erlaubt, weil man nach Riemann und nach Brill-Noether 
als Vertreter der allgemeinen Klasse p = 8 eine Kurve lOter Ord- 
nung* mit 2 fünffachen und 8 Doppelpunkten annehmen darf 
und diese Kurve dann durch quadratische Transformation auf 
obengenannte Kurve zurückführen kann. 

Fixiert man vermöge der acht Konstanten der linearen 
ebenen Transformation die 2 dreifachen Punkte und zwei der 
Doppelpunkte, so hat diese Kurve 8ter Ordnung gerade noch 
21 willkürliche Parameter, welche man als die Moduln be- 
trachten könnte. 

Mein Gang weicht jedoch darin von dem des Herrn Noether 
ab, dass ich die Gleichung f8=0 zunächst nicht aufstelle, 
sondern nur die 10 Parameter def noch übrigen 5 Doppel- 
punkte benütze und sie als Moduln mitnehme. Damit kann 
ich — § 1 — die «p durch die Koordinaten der vielfachen 
Punkte ausdrücken und von den fünfzehn existierenden, linear 
von einander unabhängigen, quadratischen Relationen elf be- 
rechnen. Diese Berechnung geschieht hier in Erweiterung 
des Noether 'sehen Ganges in völlig systematischer Weise, 
indem — § 2 — successive die Produkte (p^^, Ti?2j ?2^j 9i?3i 
?2?3J ?3^ ?8^ gebildet, und die zwischen ihnen be- 
stehenden elf quadratischen Relationen aufgestellt werden. 

Durch Eliminationsprozesse — § 3 — werden diese 1 1 Re- 
lationen auf fünf zurückgeführt. 

Die weiteren vier Relationen müssen nun — geometrisch 
ausgedrückt — die noch nicht benützte Kurve f g multipliziert 
mit einem beliebigen Kegelschnitte durch die 2 dreifachen 
Punkte von f g vorstellen. Ich nehme daher eine quadratische 
Relation der rp mit unbestimmten Koeffizienten und zerfalle 
dieselbe in das Produkt eines bestimmten Kegelschnittes durch 
die zwei dreifachen Punkte mit der gesuchten Kurve fg— §4 — . 
Dadurch bekomme ich nicht nur die Gleichung f g = der 
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Grundkurve, von welcher ich ausgegangen bin, sondern auch 
die zwölfte quadratische Relation mit den zu den schon vor- 
handenen zehn noch neu hinzutretenden elf Moduln. 

Die noch übrigen drei Relationen ergeben sich mir aus 
dem Verhältnis der der Grundkurve fg noch hinzuzufügenden 
und durch die 3fachen Punkte von fg gehenden, von ein- 
ander linear unabhängigen Kegelschnitte — in § 5, § 6 und 
§ 7 sind die Koeffizienten dieser Relationen berechnet'. — 

Diese Ableitung ergibt dann auch, dass die drei letzten 
Relationen Folgen der zwölften Relation sind. 

Damit sind nun die fünfzehn linear von einander unab- 
hängigen quadratischen Relationen nicht nur abgeleitet, und 
zwar in einer Form, welche nur die 21 Moduln enthält, sondern 
sie sind auch auf ihre geringste Anzahl — nämlich sechs — 
von notwendigen Definitionsgleichungen zurückgeführt 

An dieser Stelle sei es mir nun gestattet, Herrn Professor 
Dr. Noether für Stellung dieses Themas und für sein reges 
Interesse bei Ausarbeitung desselben meinen herzlichsten Dank 
auszusprechen. 



§ 1. 
Fixierung der festen Punkte. Aufstellung der tp. 

Als Grundkurve vom Geschlechte 8 nehme ich eine Kurve 
8ter Ordnung, welche die Punkte A und B als dreifache, die 
Punkte C, E sowie fünf weitere Punkte 1, 2, 3, 4 und 5 als 
zweifache Punkte besitzt. Dabei sind die gewählten Punkte 
auf folgende Art fixiert: A hat die Koordinaten X2=0 und 
Xg = 0; B die Koordinaten x^ = und Xj = 0; C die Koordi- 
naten Xi=0 und X2=0;E hat die Koordinaten Xi=X2=x3=l; 
die fünf Punkte 1, 2, 3, 4 und 5 bilden den beweglichen 
Schnitt zweier Kurven C3 und C3' von der 3ten Ordnung, 

von welchen die eine den Punkt A als zweifachen und den 

1* 
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Punkt B als einfachen Punkt besitzt, während die andere 
durch A einfach, aber durch B doppelt hindurchgehen soll. 
• C3 ^XiSj^+aXiXjXg+bXj^Xj^-i-dXaXg^+fXga^O; 
C,=x,2+a'x,x,x*'3+bx2X32+dx,X324-fx,3 = 0. 
Die zu dieser Grundkurve f g adjungierten Kurven «p sind 
von der fünften Ordnung, gehen durch A und B je zweifach, 
dagegen durch die Punkte C, E, 1, 2, 3, 4 und 5 je einfach. 
Es gibt 8 linear von einander unabhängige Kurven <p; 
als solche wähle ich nun folgende 8 Kurven: 

'fl^--X,(X2— X3) 
(p,=X2(Xj— X3) 
T3 = X,(X,— X3).C 
?4-=^X2(X,— X3) 
?5 = X,(X2-X3) 

Te^^aCx,— X3) 

?7 = XiX,(gC3-gC3'), 

wo g= 1-f a+b+c+d+f undg =1 + a +b'+c +d'+f , 
endlich y8 = (x,~X3)(x2—X3)(fC3—fC/). 

Diese gewählten 8 Kurven gehen durch jeden der oben 
fixierten neun Punkte hindurch und zwar durch jeden wenig- 
stens in der verlangten Vielfachheit. Ferner sind sie linear 
von einander unabhängig. 

§ 2. 
Anfsüchung der ersten elf Relationen. 

Nun bilde ich alle Produkte (prft, — es gibt deren 36 — 
und untersuche, ob sich ein solches Produkt durch andere 
ausdrücken lässt, eventuell durch welche. 

1) y,2^x,2(x,-X3)C,^^(x,%^-2x,%X3+x,%^)C32. -^ 



C3 ; 



3 > 
C3'; 

C3 J 



2) ?iT2^XiX2(Xi— X3)(X2-X3)C 



2 
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(Xj Xg Xj X2X3 XjXg Xg-f-XjXg X3 )0j 



2 



3) T2'--x,^(x,-X3)^C32=(x,%ä-2x,x/x3+x,%ä)C3«. - 

4) ?'iT3^Xi2(Xi— X3)(X2-X3)C32 

^^(^1 ^2 ^1 ^3 ^1 ''^2'^3~r^l ^3 /"^S • 



5) f2?3^'^lM'^l—^3)^^S^^i^l%—'^^X%'^3+^l'>^2^8^C^^- " 

6) <p3='^X,^(X,-X3)*C3«^(X,*-2X,%+X,%'')C3^ - 
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Zwischen diesen sechs Produkten besteht keine Relation. 

.7) fl?*— XiXg(Xi— Xg)(X2— X3)C8C3' 

"^-^(^1 -^2 ^1^2-^3 ^^2 ^3~r^l'^2^3 J^3^3 • 

Sollte nun unter diesen 7 Produkten eine Relation be- 
stehen, so mfissten sich 7 Grössen a so bestimmen lassen, 
dass bestände die Identität 

«1 • ?i'+a2?i?2+a3 • ?2'+a4?i?8+a5?2?3+a6?3'+a7?i?4 = 
oder ja6Xi*+(a4+a5).Xi%-(a4+2a6).x,%+(a,+a2+X3).Xi%2 

— (2ai+a2+a,+2a5).Xi%X3+(ai+a, + a6).x,2x32— (a2+2a3) 
.XiX2%+(a2+a5).XiX2X32} .Cg^+a^.x^XgCXi— X3)(X2 -X3)C^C3' 
=0; der erste Summand der linken Seite ist durch Cg^ teil- 
bar, also müsste es auch der zweite sein, also müsste auch 
^1^2(^1 ~^3)(^2~ ^3) durch Cg sich teilen lassen, was unmög- 
lich ist; daher gibt es keine Relation. 

8) T2?4^X,«(X,-X3)2C3C3'^(X,«X/-2X,X,^X3+X,%^). CgC'g.- 

Keine Relation. 

9) ?3?4=XiXa(Xi-X3)2C3C3'=(Xi%-2x,2x2X3+XiX2X32) • CgCg'.- 

Keine Relation. 
10) y,2=x/(x,-X3)2C3'^^(x,%2-2x,x,%+x,%'-').C3'^ - 

11) ?i?5 = Xl'(X2-Xg)^C3C3'^(X,%2-2X,%X3+X,%2)CgC3'. - 

Keine Relation. 

12) ?2?5=XiX2(Xi— X3)(X2~X3)C3C3'^(Xi%2_x^ 2x^X3 -X^Xg^ 
+^1^2^3^)^3C'3'- 

Gibt es eine Gleichung zwischen den 12 Produkten? 

jae^i^+K+as) •Xi%-(a4+2a6)^i%+ (ai+a2+a3)Xi%'— 
(2ai+a2+a4|.2a5).Xi%X3+(a,H-a^+a6).Xi%2_(a2+2a3).XiX2% 

+(«2+^5) • XiX2X3^+a3 . Xg^Xg^l . Cg2_|_ jo^ . x^3x^_j.(a^_j^a8+a J 

•Xi%' — (07 + 2a9 + a,2) .x,%X3 — (o^ + 2cl^ + o^^) • x^x^^ 

+(a7+a9+ai2) * XiX2X3'+a8 ' ^2%^] ' C3C3'+ {«lo ' ^iX'^- 2cl^o 
.x,x,%+a,,.x,%2|.C3'2 = 0.- 

Der erste Faktor des 3ten Summanden der linken Seite 
muss verschwinden, da er nicht durch C3 teilbar ist, also 
oL^Q =zO; der erste Faktor des Iten Summanden der linken 
Seite muss ebenfalls verschwinden, da er nicht durch Cg' teil- 
bar ist, also aQ = (x^ = oL^ = a^ = 0^ = 0.^ = 0; es muss nun 
auch links verschwinden der erste Faktor des 2ten Summanden j 



— 6 — 

also a9 = 0; ag = 0; 0^ = — a^g; also hat man gefunden die 
erste quadratische Relation 

?i?4 — ?2?5=0, welche man unmittelbar aus der Wahl 
der ^i als richtig erkennt. 

Stellt man eine ähnliche Untersuchung an wie im vorigen 
Falle, so stellt sich heraus, dass (p^tp^ durch die früheren Pro- 
dukte nicht darstellbar ist. 



14) y4(p5^XiX2(Xi— X3)(X3-X3).C; 



^2 



3 



\^1 ^2 ^1 ^2^3 ^1^2 ^3~r^l^2^3 / " ^3 * 

Hier keine Relation; Untersuchung wie vorher. 
15) (p52^-x,2(x,— X3)2.C3'« 

=(x,%«-2x,%X3+x,«X3«).C3'«. - 
Keine Relation; Untersuchung wie vorher. 

16) yi(p6^XiX2(Xa— X3)2C3C3' 

Keine Relation; Untersuchung wie vorher. 

17) ?2?6=X22(Xi~X3)(x,-X3).C3C3' 

^(^1^2 ^^^2 ^3 ^2^3 l"^2 ^3 / * ^3^3 * 

Keine Relation; Untersuchung wie vorher. 

18) ?3?6^^X2(X,— X3)(X2— X3).C3C3' 

^(Xj Xg Xj X2X3 XjXg Xg-l-XjXgXg j » U3L/3 . 

Soll eine Relation bestehen, so muss sein: 

{«6 • Xi*+(a4+a5) • ^i%- (a4+2a6) * Xi'x3+(ai+a2+a3) ' ^i'^ 
~(2ai+a2+a^+2a5) .x,%X3+(ai+a4+ae) -Xi^x / 

— (aa+2a3) • x^Xg^+Ca^+a^) • XiX2X32+a3 • x^^^j . c 

+ |(a9 + «i3)^i%— ai3-Xi%+(a7 + «8 + aii + ai8)-Xi'x 

-(a7+2a9+2a,,+a,3+a,8).x,%X3+(a,,+a,3) • x^^^^ 

(ai6+ai7)-^X2'~(a7 + 2a8 + 2ai6+ai7 + ai8)-XiX2'x3+ 
(a7+a9+ai6+ai8)-XiX2X3'+(a8+ai7)-X2'x3'-ai7 -Xg^l .C3C3' 

+ |(aio + ai4 + ai5) ' x^^x/— (a,, + 2aj • ^^\-^s + ^i5'^\ 

Links muss der Koeffizient von C^'^ verschwinden, da er 
durch C3 nich't teilbar ist-, also 0.^^=0,^^ = a^^=0\ ferners 
muss verschwinden der Koeffizient von Cg^, weil er durch Cg' 
nicht teilbar ist; also a^ = a2=:a3 = a^ = a5 = ag = 0; weil nun 
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aber die Koeffizienten des ersten und dritten Gliedes ver- 
schwinden, so muss auch der vom zweiten Gliede identisch 
verschwinden, was folgende Gleichungen bedingt: 

^=^ = ^1=^9 = ^6 = ^17 9 0^7+^18=0; 

also ist hiemit gefunden eine zweite quadratische Relation 

der fi 

welche auch unmittelbar als richtig erkannt wird. 



1 9) ?4?6 ^^2\^1—^b)0^2—^s) ' C; 



f2 



3 



(^1^2 -^1^2 ^3 ^2 -^3 1 ^2 ^3 /*^3 * 

Stellt man dieselbe Untersuchung an wie vorhin, so er- 
kennt man, dass sich «p^yg durch die vorhergehenden Pro- 
dukte nicht ausdrücken lässt. 



20) ys^e^x^XgCXg— X3)2.C 



/2 



3 



Auch hier keine Relation. 

21) ?6'^x,«(x,-X3)«.C3'2 

Liefert keine Relation. 

22) f,f, ^x,%{-K,-x,)(g'C,'-gG,C,') 

Keine Relation. 

23) f g.p, =X,Xg«(X,-X3)(g'C3''-gC3C3') 

^(Xj%*-X,Xg%)(g'C3''-gC3C,'). - 

Keine Relation. 

24) f,f, =X,%(X,-X3)(g'C3«-gC3C3') 

= (X,%-Xi%X3)(g'C3*-gC3C30. - 

Untersuchung bezüglich einer Relation. 

|K4+g'a22(Xi%*-Xi%X8)+g'«2s(3^l%''-XlX2'bC3)+ 
g tto^ . (Xj ^2"^^! ^2^3/) " ^3 

+ |K/— gagg(Xi%2_x^8XgX3)-gag3(Xi«X32-XiXg«X3)- 
gaa4-(Xi%-Xi%X3)).C3C3' 
+K,".C3'^=0, 
wo K^^ag-Xi^+Ca^+a^) Xj^Xg— (a^+2a3)-Xi»X3 
+K+aa+a8) •Xi'Xa'— (2ai+ag+a,+2a5) -ii^Xg 
+(ai+a4+a6)-^i%''— K+2a3).XiX22x3-|-.(a3 + a5)-XiX3X32 

-\-CI.^^ X3 , 
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V^(a9+ai3)-Xi%— ai3^i%+(a7+«8+aii)Xi'X2» 

— (a7+2a9+2aii+ai3)-Xi%X3+(«ii+«i3)-Xi*X3*+(ai6+«i7) 
•XiX^»— (a7+2a8+2aj6+ai,) x^x^% 

V— («io+au+«i5)-Xi%^-(au+2ai5)-Xi%X3 
+ai5Xi%^+K9+a2o) ^iX^ä— (2ai„+ai^+ai9+2a2„)-XiX3% 
+(«14+030) • X AX3*+(aio+ai9+a2i) • x^%^-{ci^^+2a^^) • x^% 

+*21 *^2 • 

E^" ist nicht durch Cg teilbar, also muss es identisch 
verschwinden, also a^j=aj^ = a,5=ai9=a2,=agi = 0; 

E^ ist nicht durch C3' teilbar, also mnss es auch identisch 
Nnll werden, und es bestehen folgende Gleichungen: 

«6=0 

a4+a5+g'«24 = 
«4+2a6=0 

ai+a2+a3+g'«22-|-&'«a8 =0 

2ai+a2+«4+2a5+gS2+g'«24 = 

«l+«4+«6 = 

a2+2a3+g'«23 = 

a2+«5=0 
«3 = 

woraus man erhält: (x^=a^=a^=ag=ot^2^=^ 

«2 = — «5 = — &'«33 = g'«24 ; 

jetzt muss auch noch verschwinden der Faktor von C3C3', daher: 

«9+«13— g«24 = 

«13 = 

«7+«8+«ll-g«22-g«23 = 

«7+2a9+2«u+«13- ^«22— g«24 = 

«11+«13=0 
«16+«17=0 

a7+2a8+2ai6+a„— gOgj = 

«7+«9+«16 = 
«8+«17=0 

hieraus die Lösungen: ag=ajj=ai3=aig=aj7=:ag2=0; 

-(tJ=c^g^g(^^ und «23 =— ag^.— 
So hat man nun erhalten die dritte quadratische Relation : 

(g'?2-g?'4)(Tl— ?'3)-?'7(?2-T3)=0- — 



.i 
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25) f,<p, ^x,x,\x,-x,){g'C,C,'-gC,"^ 

Eine ähnliche Untersuchung, wie vorhin, zeigt, dass hier 
keine Relation existiert. 

26) f,f,^x,%{x^-x,){s'C,C,'-eC,'') 

Eeine Relation. 

27)%fr^-x,x,\x,-x,){g'G,C,'-gC,'') 

^{x,x^'-x,x,%)ig'C,C,'-sC^''). - 

Durch das analoge Verfahren wie in Nr. 24 findet man 
die 4te Relation: 

(g'Ti— gT5)(?4-?6)— TtCTs— Te) = 0. — 

28) rp,»^x,%\g'»G,^-2gg'G,C,'-^g<'C,'\) - 
Keine Relation. 

29) <f,f,^x,ix,-x,y-{{'G,'-{G,G,') 

^(^1 ^2 ""-^^1 ^2^3 1^1 ^3 ~-^l-^2 ^3"r2^1^2^3 ""^l-^S ) 
.(f'C3«-fC3C3').- 

Keine Relation. 

30) f,f, ^x,(x,-x,){x-x,nVG,'-fG,G,') 

^(^ ^ "^^1^2 ^3 1 ^2 ^3 ~^ ^2^3"r'^^l^'^3 "-^2^3 ) 
.(f'C3*-fC3C30. - 

Untersuchung bezüglich einer Relation, wo K^, K/ und 
K/' die bei No. 24 angegebene Bedeutung besitzen. 

|K4+g'a22(Xi%'— Xi%X3) + g'a23(Xi2x/_x^X22x3) + g'X8 

•^ ^2 '1^ S9'(^l ^2 —2X1 ^2^3"f"^l ^3' ~^1^2 ^3 1 2^1 ^2^3 
^1^3 )\* '^SO'V-^l ^2 ^XjXg Xg-f-Xg X3 Xj XgXg +2X^X2X3 

-x,x,')\-G,' 

• i^W — ^A%) + g'«26 • i^i%^ — Xi*X3X3)— 2gg'a28 • Xi%« 

1^29 (Xj Xg JXj X2X3-I-X1 X3 X^Xg X3 -1-^X1X2X3 ^i^s ) 

^'*30*(^1 -^2 ""2X1X2 X3 + X2 X3 -Xj X2X3+2X1X2X3 -X2X3 )|-^3i^3 

+ JK/'-ga25(Xi%2_jjiX2%)-ga26(x,2x23-Xi2x2X3) + gS8X,2x22|.C 

= 0.— 

Der Koeffizient von €3'^ muss hier verschwinden; daher 

^10 ^^ ^14 ^^ ^15 ^^ '^le ^^ ^20 ^^ ^21 ^^ ^5 ^^ '^26 ""^ '^28 = ö» 



/2 
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Der Faktor von Cg^ ist ein Vielfaches von Cg', ist hier 
identisch mit {i\x^-\-\X2X^)C^' . 

Die Koefflzientenvergleichung liefert folgende Relationen: 

a6==0; 

—a^ — 2ag = c'u^ ; 

ai+a2+a3+g'a22+g'a23+g"a28+f'a29+f'a30 = »2 '» 

— 2ai— 03— a4-2ajj— g'agg— 2f'a2g—f'a3o=a'Ui+c'U2; 

— a2-2a3— g'a23— f'agg— 2f'a3o = a'U2 ; 

a,+a,+2f 'a,3+2f' «3, = bX+d'u, ; 

— f'a3o = f'U2; 
die Lösungen hievon lauten: ai = (c'+d'-f-f')-a3o; 
a2 = (b'— c'— d'— l).a3o; a3 = — (b'+f')-a3o; ^4. = — ^''^^o\ 
a5 = (^'+l)*a3o> «6 = 0; «22 = — -a3o; a23 = a3o; «28 = 0; 

«29 ^^^ «30' 

Endlich muss auch noch der Faktor von C3C3' identisch sein 
mit — (^1X1+^2^2)^3- Daher durch Kofflzientenvergleichung: 

a9+ai3 = 0; 
«13 = 0; 

«T+'^S+^ll ?a22 ~"S«23 = 0^30 5 

— «7— 2a9— 2041— ai3+ga22 - f«3o =—»«30 ; . 

«Ii+ai3+f0^30 = — ^«30 ; 
^16~r^l7^^*3o5 

— «7— 2a8— 2ai6— ai^+gogg+fago = — ca3o+aa3o; 

«17 = c.a3Q; 
Lösungen hiezu: a9 = ai3 = 0; a7 = (b— c — d— l)«a3o; 
«17 = — c • «30 ; «8 = (c+d+f ) • «30 ; «11 = — (b+f ) . «30 ; 

«16 = (C+l)So- 

Man hat daher die fünfte quadratische Relation gefunden: 

(c'+d'+f) 9,2+(b'-c'-d'-l) y^^^-(b'+fO.T2^-c'.?iT3 
+(c' + l)-W3 + (h— c — d— 1) . y^(p^ + (c + d + t).y2?4 

— (b+f).<Pi?5+(C+l) ?1?6— C-?2?6— (?1— ?2)(?7+?8) = 0. - 
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31) ^,f,^TL,(-x-x,)\x^-x,){{'G,'-{G,C,') 

.(f'C3''-fC3C3').- 

Untersnchnng bezüglich einer Relation: 

~ri 'hi'\^i^a~ ^^1 ^2^3~r^A^s ~-'^l -^S"!*^ '^3 ~^1^8 /( •*-'3 
+ |K4'-ga22(Xi%''-^l%X3)-g«28(Xl'X2''-XlX2%)+g'«25(Xi%* 



2 



2 



2Xj XgXj-f-Xj Xg ^1^2 ^8"r 2^1 ^2-^8 ^1^8 ) '■'Hl • (^1 ^2 

2Xj^ XgXg-j-XjXgXj X^TCj-f-ZXj Xj XiX8 )(*'-'3*^3 

+ JK/'-ga25(Xi»Xi,»-Xi%X3)-gage(Xi%»-x,%X3)+gäa38X,%''j 
.C3'«=0. 

Der Faktor von Cg'* muss wieder identisch verschwinden 
und somit ai^ = a^^ = a^^ = a^g=:a^^ = a^^ = a^^ = a^^=(x^g=0. 

Der Faktor von C3* ist hier identisch mit Cg'-mx^, folglich: 

«6=0; 

— «4 — f «31 = c'm; 

ai+<=^+«3+g'a22+g'a28+f '«29 = ; 
- 2ai— 03—0^—205— g'aa3—2f'ag9—2f 'ocji =a'm; 

Oj+a^+f aa9+2f' «31 = d'm; 

— «2—203— g'ogg—f'ogj = 0; 

a2+a5+2f '«29+^ '«81 == b'm; 

— fo^,- f'a3i=f'm; 

03 = 0; 

Lösungen sind: m=0; aj=a3=:(X5 = ag = aj3=a23 = 0; 

«2 = — a4 = f' .Ogi. — 

Da hier sowohl der Faktor von C,'* als auch der von 
Cg^ identisch verschwindet, so muss dasselbe geschehen auch 
mit dem Faktor von C3C3', woraus Folgendes resultiert: 

a9+«i8— f«3i = 

«7+08+011+^1=01 

— 07—2*9— 2«ii— «13=0 

O11+O13— ^«31=0: 

Oi6+ai7 = 
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— «7 — 2a8— 2(Xi8— ai7— fa3i = 0; 
«7+«9+<=46+fa3i = 0; 

«8+ai7 = 0; 
«17 = 0; 
Lösungen: <tig = — a^ = {.<ig^; Og = Oj = a^^= 04^ = 01, =0. 

Somit ist gefunden die sechste Relation: 

(f'f 1— %)(T2— Ts)— TsC^i— Ts) = 0. — 

.(f'CeCe'-lC/^).- 

Untersuchung bezüglich einer Relation: 

|K4+g'a22(x,%2_x^%X3)fg'a23(Xi%2_x^X2%)+g''a28Xi%' 

'l^ ^9 • (^1 ^2 ^-^1 ^2-^3 1^1 ^8 ^1^2 ^3"r^^l^2^3 "'-^l-^S )} 

• {x^%^-x^%Xg)+g\e . {x^%^-x^%x^)-2gg\gXj^^x^^-{a^g 

•(Xj Xg — 2Xj XgXg-J-Xj Xg ^^ ^3~r^^l^2^S ^1^3 /|1 *S2 

• \^1 ^2 *^1^2 ^31^2 ^3 ^1 ^2^8"r *^1^2^8 ^2^8 /} * '^8 '"'8 

+|K/— ga35(Xi%»-XiX,«X3)— gagg(Xi%«— Xi%X3)+gäag8 
•Xj Xg ia32.(Xj Xg ^XjXg X3-J-X2 X3 Xj XgXg -f- JXjXgXg 

-X,X33)|.C3'2 = 0.^ 

Der Faktor von Cg^ ist identisch mit Cg'.u^Xi; daher 
die Gleichungen: 

a4=a5 = "n 
— a^— 2a6 = c'iii; 



a^+ag+ag+g'a^g+g'agg+g'^agg+f 
— 20^— ag— a^— 2a5— g'agg— 2f 



a 



29 



= 0; 



029 = aX; 

«29 = d'"l ; 



«29 = 0; 



a, 



29 



=b'Ui; 



— Og— 2a,— g'ogg— f 
«2+a5+2f 

«3 = 0; 
Lösungen: u^=— Og,; ai=:— ((•/+d'+f).a29> 
03 = — (b'— c'+2f— l).a39; a3 = 0; a^ = c'.a29; 
a5 = — (c'+l).ag9; 0^ = 0; 
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g\, = (a'+b'+2c'+2d'+2r+l) . a,,; 

g'a23 = (b'— c'+f— l).a29 und g'a28 = — a^g.— 

Ferner moss der Faktor von Cg'^ identisch sein mit 
Cg.UgXg; dann findet man durch Koeffizientenvergleichung: 

g8 

«10 + «14 + «15 — g«25 — g«26 — —f • «29 ^«32 = ^ ; 

— «14— 2«i5+g«26+f«32 = ; 

«15 = 0; 

«19 I «20 ^^^2 5 

- 2ajo— «14— Ojg — 2a2o+g«25+2f«32 = ^"2 J 

«14+«20 — 2f«32=H; 
«10+«19+«21— f«32 = ^^"2J 

— «19— 2a2i = cu2; 
«21 = 0; 

^«32 ^^^ ^"2 5 

Lösungen: a^^ = (c+d+f) . agg ; a^^ = (b— c— 2f— 1 ) . ol^^ 1 
«15 = 0; «19 = — C.Äga; a2o = (c+l).a32; 02^ = 0; 

g«25=(^+fe+2c+2d+2f+l).ag,;ga,e=(b-C+f-l).ag2 

und Ägg = •«32* — 

Endlich muss noch der Faktor von C3C3' identisch, sein 
mit — (Cg'UiXi+Cg iigXg); daher die Relationen: 

(0 «9+«i3 = 0; 

(2) a,g = 0; 

(3) o^+Og+aii— gagg— gagg+g'ag^+g'ogß— 2gg'a29— fa^g 

+1 «32 =" «29 «32 ; 

(4) — 0^—209— 2aii—a,3+ga22—g'a26+2fa29—fa32 

= ^•«29 ^ '«32; 

(5) «11+«13 — f«29 = H9; 

(6) «16+«17=0; 

(7) — «7—208— 2a,6-a,7+ga23—g'a25+fa29—2f'a32 

= coL22 a .032; 

(8) Oj+ag+aie— 2fa29+2f'a3a = da29— d'oja; 

(10) a,, = 0; 

aus den Gleichungen bis (10), ausser (3), (4) und (7) bestimmt 

sich: «7 = (d+2f) . a,9-(d'-f 2f')as2 ; «8 = -(b'+f ) • «32 ; «9=0 ; 
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a^ = (b+f ) • Ogj ; «IS =«16 =«17=0» wodurch dann auch die 
übrigen 3 Gleichungen befriediget werden. 

Man hat also die siebente Relation: 
(c'+ d'+ f ')g' . «Pi" + (V- C + 2f'- l)g' . yi7, -c'g' . p,p3 + 

(c'+l)g'.T2T3-|(d+2f)g'+(d'+2f')g| . TiT. - (b' + f ')g • T^?* 
+(c+d+f)g.T,''-(b+f)g'.yi95 + (b-c+2f-l)g.cp,95- 

cg 'Me+ (c+ 1 )g . ?5?6 - (a' + b'+2c'+ 2d'+ 2f '+ 1 ) . TiP - 
(b'-c'+f'-l).y,y, + (a+b + 2c + 2d + 2f+l).<p,^,+ 
(b—c+f- 1) . ^^s'f^+y/— «Ps . (g'?»! -gft) = 0. — 

33) 95y«SX,(x,-X3)ä(Xi-X3)(f'C3C3'-fC3'^) 

^(^1 ^2 ^-^1 ■^2-^3 ~r^l ^3 ^1-^2 ^3 1 ^^1-^2^3 

-X,X3'')(f 'C3C3'-fC3'*). - 

Untersuchung bezüglich einer Relation: 

Cs • *|K4 + g'a22 (Xi*x/ — Xi^XgXj) + g'o^a (Xj^Xj» — x^Xg^) 

-j-g «28^1 ^ "T I "29 (^1 ^2 2X^ XgXj -f- Xj Xj — XjXj X3 

-f-/XjXgX3 Xj^Xg j| 

+ JK4'— gOgsCXi^ä— Xj^XgXg) — gOgjCXi^^— XiX22x3)+g'a25 

(Xi^x/ — XiXa^Xg) + g'oag (Xi%» — Xj^Xg) — 2gg'a3g x^^^ 
— (f*29 — f*3s)(^i ■'^a ^•'^i •^a-'^s'T^i ^s — ^i^a X3-I-2X1X2X 

-X^Xj»)) . C3C3' 

+ |K/' — g<ia5(Xi*Xj« — x^Xg^Xj) — ga2e(Xi%« — Xj 2X3X3) 

~rg «28^1 -^2 ^*33 • V.^1 ^2 "^2 ^2^3 "T" -^1 -^8 ^1^2 -^ 

+2XiX3X3«-XiX3'')].C3'2 = 

Der Faktor von Cg^ muss identisch sein mit Cj'.UjXj und 
man hat daher — ähnlich wie bei No. 32 — 

«1=— «2»; ai=-(c'+d'+f).a29; a^= -(b'— c'+2f-l).a29; 
«3=0; a^=c'.ag9; aj = — (c'-|-l).ag9; «^ = 0; 
g'«22 = (a'+b'+2c'+2d'+2f + 1 ) . «2, ; 

g'^^sH^'— c'+f— l)-a29 "öd «28 =— -7 agj.— 

Der Faktor von C3'* muss identisch sein mit C3U2X1. 
Durch Koefflzientenvergleichung findet man: 

«10+«14+ai5— ga25— g«26+g*«28 — ^3 = "2; 

— «u— 2ai5+ga26+2fa33 = »«2 » 

«15— fa33 = bU2; 
ai9+«2o = 0; 
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— 2aio— ai4— ai9— 2a2o+ga25+fa38 = ^^2 i 

«14+020— 2fa33 = d«2J 

fa33 = f«2; 
°^io+«i9+«2i = 0; 

«21=0; 

Lösungen: U2 = a33; Qi.io = fh9=^o = ^i = ^'^ 
ai4 = {d+2f).a33; ai5 = (b+f).a33; ga25 = (c+d+f).a33; 
gase = (a+2b+d+2f). 033 ^^* ga28 = a33- 

Endlich muss der Faktor von C3C3' identisch sein mit 
— (CgUiXi+Cg'UgXi); man erhält folgende zehn Gleichungen; 

(1) 09+013 == — O33; 

C^) — «13 = — c'a33; 

(3) a,+a8+aii-ga22-ga23+g'a25+g'a26-2gg'a2g-fa29+f'a33 

= «29 

(4) — «7— 2a9— 2aii— ai3+ga22— g'a26+2fa29— 2fa3. 



33 
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(ä) aii+ai8-^fa29+f'a83 = H9— d'Oss; 

(6) «16+017 = 0; 

(7) — «7— 2*8— 2ai6— ai7+ga23— g'«25+f«29— f'«3S 

(8) o^+Os+Oig— 2fa294-2f'a33 = da2g— Vojj; 

(9) 08+04,= 0; 

(10) a„ = 

nnd aus denselben mit Hinweglassung etwa der 3ten, 4ten 
und 7ten 

«7=(d+f)-a29-(b'-c'+2f'-l).a33; Og^O; a9=-(c'+l)-a33; 

«u = (b+f)-a29— (c'+d'+f')-a33; «i3=c'.a33; a^^ = a„=0, 
welche Werte anch die übrigen 3 Gleicliangen befriedigen. 

Somit ist die achte quadratische Relation gefunden: 

(c'+d'+f )g' . 9j*+(b'-c'+2f'- 1 )g' . PiV>,-c'g' . f,<p, 
+(c'+l)g'.9/f3-|(b'-c'+2f'-l)g+(d+2f)g'U,y,- 
(c'+l)g-'f 3'f4- |(c'+d'+f )g+(b+f )g') . f,^, + c'g . 93^,+ 
(d+2f )g . ?4?5+(b+f )g . ?,'- (a'+b'+2c'+2d'+2f' +1) . f,rp^ 
-(b'-c'+f'-l). <p,?7+(c+d+f ) . y^y,+(a+2b+d+2t) . f.'p, 
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^(^1^2 ~^^1^2 ^3 1 ^1-^2^3 ""^2 ^3 1 ^^2 ^3 "''^2^3 ) 

.(f'CeCj'-fC,'^).- 

Untersachong bezüglich einer Relation: 

|K4+g'aa2(Xi%*-Xi%X3)+g'a23(Xiäx22— XiXa^Xg) 

~r8 ^8^1 ^a "i ' ^9 • \^i ^2 ^Xj X2X3 -f- Xj X3 ^t^i ^s 

+2XiXgX8«— XiX3ä)| . C3» 

+ 1^4' — gOgaCxi^* — Xi^x^Xg) — ga23(Xi%« — X1X2X) 
+g'«85(Xi^Xg«— XiXä%) 4- g'a^gCXi^Xgä _ Xi^Xg) — 2gg'a28 

• Xj Xg lotgevXi X2 äXjl XgXg-f-Xj Xg XjXg Xg-f-Jx^XgXg 

^1^3 )"T"^ ^34(^1 ^2 ^XjXg Xg + Xj^XgXg Xg Xg-f-JXg Xg 

— ^2^3^)} • ^3^3' 

+ JK4" — ga25(Xi%^ — XjXa^Xg) — ga26(Xi2x22 — Xi^Xg) 

"T"? *28-^l ^2 ~^*34'(^l-^2 "^X^Xg Xg-f-XjXgXg -Xg Xg-f-JXg Xg 
— XgXg«)} = 0. — 

Der Faktor von Cg^ ist identisch mit Cg'UiXi, also 
«1=— «29; ai=-(c'+d'+f).a2j,; a^= --{h'-c'-\-2P-~l)(x^^] 
«3=0; a4 = c'.a29; a5 = -(c'+l).a29; a6=0; 
g'a22 = (a'+b'+2c'+2d'+2f' + 1 ) . a,^ ; 

g'a23 = (b'— c'+f— l).a29 und «28 = — ^•a29- — 

Der Faktor von Cg'^ muss identisch sein mit Cg.UgXg, 
daher folgende Gleichungen: 

«lo+au+ais— ga26 — ga26+g^a28 = ; 

— «i4-2ai5+ga26 = 0; 

«15 = 0; 

019+020— fa34= «2; 
— 2aio— a^^— a^g— 2a2o+ga25+2fa34 = aUg ; 

014+020—^034 = H ; 

O10+O19+O21— 2fa34 = dUg ; 
— Oi9~2a2i+fa34 = cU2; 

fo34 = fUg ; 
021=0; 

Lösungen: U2 = a34; (x,^o = {(^+i+i)^f^s^; 
Oi4 = (b— c+f— l).a34; a,5 = 0; ai9 = (f - c).a3^; 
O20 = (c+l).Og4; 021=0; ga25=(a+b+2c+2d+2f+l).a3,; 
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ga26 = (^— C+f— l)-as4 und a28 = ^-as4- 

Der Koeffizient von CgCg' muss hier identisch sein mit 
— (CgUiXi+Cg'UgXa), woraus Og-j-cc^^—O; 

«13=0; 

— «7— 209— 2aii— Ois + goga — g'ogg + 2fa39 = a . Ogg - c'. «3^ ; 

*U+*13 ^"ä9 = ^•"'29; 

ai6+ai7+f'«84 = 0; 
— o,- 208-2046— ai7+gag3—g'aa5+fag9—2f'a3^ 

07+09+016— 2fa89+f '«34 = dogj— d'Oj^ ; 
08+Oi7+2f '«34 = — Vaa^; 
— 0^7— f '«34=0 ttnd hieraas 
a, = (d+2f).a,3-(d'+f0.a3,; o^==-{W+n.o^; «,=0; 
Oll = (t»+f) • O29 ; Oi3=0; O4g=0; 017 = — {'«34. 

Man hat. nun folgende neunte Relation: 
(c'+d'+f ')g'. y, 2^(b'-c'+2f'-l)g'. <pi?3-c'g'. TiT3+(c'+ 1 )g' 

•?2?3-|(<i+2f )g'+(cl'+f' )gj . <Pi?4 ~ (b'+ fOg . T2T4 
+(c+d+f)g . ^4«- (b+f )g' . ^iy5+(b -c+f-l)g . ?>4<P5-f' g . y2?>6 
-(c-f)g . 9,93 + (c+ l)g . f,f,- (a'+b'+2c'+2d'+2f'+l) 
•?i?7-(b'-c'+f' - l).939,+(a+b+2c+2d+2f+l).?.,9, 

+(b-C-j-f-l) . 95?7+?'7'-?8 • (g'Tl- g^e) = 0. — 

35) f,f,=x,x,{x, -x,){x,-x,){%'C,-gC,'){f'C-iC,') 

=(Xi2x2«— Xi 2X2X3— XiX2«X3+XiX2X32)|f'g'C3«-(fg' 
+f'g)CsC3'+fgC3'2J. - 

Auf demselben Wege wie bei den vorhergehenden Unter- 
suchungen berechnet man auch die direkt ersichtliche zehnte 
Relation: T7T8=(f'?i— %)(g'?2— g?*)- — 

36) T3*^(Xi-X3)2(x,-X3)''(f'C3-fC3')'' 

^=(Xj Xg — äXj XgXg -|- Xj Xg ^XjXg Xg-j- 4X^X3X3 

-2X,X3''+X,*X32-2X,X3»+X3*) . {{">C,^-2ff. C3C3' 

Untersuchung bezüglich einer Relation: 

1^4 + g'a23(Xi%8 _ Xi^XaXg) + g'OgjCXi^* — x^x^^Xg) 
~rg OggXj^ Xj -(- 1 agg(Xj Xj 2x^ XjXg-)- Xj X3 XjX^ X3 
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"r^XjXgXg ^iXg ) -f- I . «36 • (Xj Xg 2Xj X2-^3 "r ^1 ^3 

2X^X2 Xg-f- 4X1X2X3 2X^X3 +X2 X3 2X3X3' +X3 )| .C3 

+ 1^/ — ga22(Xi%^ — Xi^Xg) — gaggCXi^Xg^ — X1X22X3) 
+g'a25(Xi2x2^-XiX2%)+g'a26(Xi%2-Xi2x2X3)-2gg'a28Xi%2 

2ii a3g(Xi Xg — 2Xj X2X3 -f- Xj X3 — 2XjlX2 Xg -f- 4x^^X3X3^ 

-2x,X38+X,%*-2X3X3ä+X3*)| . C3C3' 

+ 1^4" - S<^i(^lW — XiXg^) — gOggCXi^ä — Xi%X3) 

~r? '"as^i ^2 r' *s6*(Xi ^2 ^Xj XgXg-j-Xj X3 ZXjXg Xg 

+4x,X3X3^-2XiX3ä+X,%«-2X3X3»+X3<')| . C3'« = 0. - 

a) Der Faktor von Cg^ muss identisch sein mit C3'(niXi 

+U2X2+n3X3). 

Die Vergleicbang der Eoefflüienten gibt folgende Gleich- 
ungen: «8=0; 

«4+05 = "1; 
— a^— 2ag = c'Uj ; 

ai+«2+a3+g'«22+g'«23+f 'a29+g"«28+f 'Se = «2 ; 

— 2ai— Oj— a,— 2a5-g'a22 - 2f'a29— 2f'X6 = a'"i+c'U2+«8 ; 

a,+a,+ag+f' o^g+f 2 . ag« = d^+CUj; 

— ^2 ^^ g ^3 — f ^29 — ^^ ^36^^^^25 

a,+a5+2f'a,,+4f' ^ . a,, = b'ai+d'u^+a'Ug ; 
-f'a,9-2f'S6 = f'«i+d'U3; 

-2f'S6 = b'u3+f'n,; 

Auflösungen; U3 = f'a3g; «6 = 0-, 
«2 = - (b'+2f ') . a36 ; Ui = - 0,9 - (d'+2f ') . %,, ; 

a3 = -(b'+f')^a36; 
«4 = 0'. a2g+c'(d'+2f OOäß •, 
.«5 = - (c'+l) • a,3-(c'+l)(d'+2f' ) . a,,; 
a, = (-b'+c'-2f <.+ !). 0,9+ |(-b'+c'-2f'+l)(d'+2f') 

+a'f'-b'd'|.a3e; 
a, == - (c'+d'+f ') . 0,9- (c'+d'+f ')(d'+f ') . 03„ ; 
g'o^, = (a'+b'+2c'+2d'+2f'+ 1) . a,9+ |(a'+ b'+ 2c'+ 2d' 

+2f'+l)(d'+2f')-f'(a'+l)+b'(c'+d')} . «36 
g'«23 = (b'- c'+f - 1) . «29 + |(b' c'+f '- l)(d'+2f ') 
+(b'+f')(a'+2b'+d'+ 2f')) . «331 
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g' . a,3 = _a,,_(b'+d'+3f') . Ose. - 

b) Der Faktor von Cg'^ mnss hier identisch sein mit 
Cs.Kxi+VgXg+VjXj), woraus: 

— «14— 2ai5+g«26— 2Pas6 ^a-Vj ; 

ai5+fS6 = bVi; 

«81 = 0; 

— 2aio— «14— «19— 2a2o+g«25— 2f*a86 = aVg+Va+cVi ; 

«u+Oäo+^f «36 = dvi+bv^+avg ; 
— 2^*38 = fVi+bv3; 

«io+«i9+«2i+f*«36 = dva+cvg; 
— «19— 2«gi = cv2; 
— 2f^a86 = fVa+dv3; 
f^as6 = fv3; 
Lösungen: V3=f.a3g; V2=— (d+2f).a3e; 
Vi = — (b+2f).a3g; «21=0; ai9 = c(d+2f).a36; 
«10 = — (d+f)(c+d+f) . aje ; a,„ = — (c+l)(d+2f) .036 ; 

«15 = — (b+f)*-«36; 

«14= ((-b+c+l)(d+2f)-d(b+2f)+f(a-4f)) .«3« ; 

g«25 = |-(a+l>+ l)(d+2f)-(c+d)(b+2f)+f(a-2f+l)- 
2(d+f)(c+A+f)|.a3e; 

g«26=|-a)-c-l)(d+2f)-2(b + f)''-(a+d)(b+2f)+ 
f(a-2f)|.a3e; 

g«28=— (b+d+3f) oge 

c) Endlich muss jetzt der Faktor von C3C3' identisch sein 
mit _C3(UiXi+U2Xs,+n3X3)— C3'(ViXi+V2X2+V3X3), woraus 

(1) S+«i3=-Vi; 

(2) ai3=c'Vi; 

(3) a^+Oa+Oii— gOgg -gaa3+g'a25+g'a2e— 2gg'a28— fo^g 

— 2ff'.a36=-«i-Va-, 

(4) —07—209— 2aji -043+ga22—g'a28+2fa29+4ff'a3g 

=— aui— a'Vj— c'Vg— V3; 

(5) aii+Oi3— foa,— 2ff'a38= -bUj - d'v^— c'V3 ; 

(6) «i6+«i7=-n2; 

(7) — 07-2a8-2aig_ai7+ga23— g'a25+fa29+4flf'a3g 

=— cUj — aUg - U3— a'Vgi 

2* 
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(8) a7+a9+«i6— 2fa29— 8ff'a86=— dii— bUg— an,— b'Vi 

— d'Vj— a'Vgi 

(9) {a,,+itt\,=-in, bUj-f'v.-d'v,; 

(10) a8+ai,=-dU2-cnj— b'Vg; 

(11) ai7=C'»8; 

(12) 4ra3e=-fUg-du,-rv,-b'V3; 

(13) 2ra3e=fu,+f' Vg. - 

Die Gleicbungen (1), (2), (5), (6), (8), (10) und (11) er- 
geben die auch die äbrigen Gleichungen befriedigenden 
Lösungen: 

04,=-c(b'+2f').a36; 
«,= j(c+d)(b'+2fO+b'(d+ 2f )+ f '(2f-c)) . «3, ; 

«13=— C'(b+2f).a8e; 
a,=(c'+l)(b+2f).a3e; 
a,e=(c+l)(b'+2f').a3e 
a,,=(b+f ) . «,,+ |(c'+d')(b+2f )+b(d'+ 2f ')+f(2f -c')| . «3« 
und a7=(d-|-2f).aj9+|(b'-c'- l)(b+2f)+(b-c-l)(b'+2f') 
+d(d'+2f' )+d'(d+2f)+f' (4f-a)+f(4f'-a')) . a^. 
Daraus folgt die elfte Relation: 

(c'+d'+f). j(b'+2f')g-(b+d+3f)g'| .9,ä_|_ j(b'_c'+2f 
— l)(b'+f')g— (b'— c'+2f'-l)(b+d-f3f)g'+(a'f'— b'dOgj 

+(c'+i)j(b'+f)g-(b+d+3f)g'j.<p,y3+[(b+d+3f)(d+2f)g' 
+ |(b'— c'— l)(b+2f)+(b-c-l)(b'+2f') - (b'+3f')(d-f 2f) 
+d(d'+2f')+f' (4f- a)+f(4f'-a')jg]. 9>iy,+(b'+f')(c+2d 
+2f)g.?a?4 + (c'+l)(b+2f)g.y3y,-(d+f)(c+d+f)g.y,« 

+(b+f)|(b+d+3f)g'-(b'-c'-d'+f')g| . f,f,-c'{b+2{]g 
•'P3T5+|-(b-c+2f-l)(d+2f) + af-bd|g.y,<P5-(b+f)^g 

.?8'+(c+l)(b'+2f')g.?iTe-c(b'+2f')g.?,?« + c(d+2f)g 
• ?4T6 - (c + 1) (d + 2f )g . y^-pe + |(a'+b'+ 2c'+ 2d'+ 2f + 1) 
(b+d+3f)-(b'+2f')gl . 9,9, 
+|(b'_c'+f-l)(b+d+3f)+(b'+f')g} . 9,97- 
j(a+b+2c+2d+2f+l)(b+d+f)-(b+2f)g} . ^i^^,— 

(b_c+f-l)(b+d+3f )+(b+f )gl . ^5^7 -(b+d+3f ) . 9,'+ 

l(b+d+3f )g'- (b'+d'+3f ')g| . Ti?8+g?8' = 0. - 
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§ 3. 

Darstellnng der bisher gefundenen 11 Relationen 

aus fiinfen derselben. 

Bis hieher sind entwickelt worden elf quadratische Re- 
lationen; dieselben sind linear zwar von einander unabhängig; 
aber überhaupt unabhängig sind sie von einander nicht; viel- 
mehr lassen sich aus fünfen derselben die übrigen sechs ab- 
leiten. 

Man hatte gefunden: 

III) . . . (?i— ?8)(g>2— g?4) = ?7(?2— ?3); 

V) . . . (c'+d'+f) . f^+{V- c'-d'-l).y,(p,+(b'+f ).?>,^ 
-c'.yi93 + (c'+l).(p2y3+'(b-c — d— l).7>iy^ 

VI) . . . (?5—?6)(f '?!—%) = ?s{?l-?s)^ 

Dividiert man nun die dritte Relation durch (p^ und be- 
nützt man die Relationen I und II, so erhält man unmittel- 
bar die früher gefundene Relation IV. 

Ich dividiere Relation V durch (pi, wende Relation I an 
und erhalte dann als Relation V^ 

(c'+d'+f) . y^^,+(b'-c'-d'- 1 ) . f,f,- (b'+f ) . 7),y,-c' . 7,<p, 
+(c'+ 1) . ?3?4+(b-c-d-l) . y,y,+;(c+d+f ) . y/-(b+f ) . f,^ 

+(C+1).?5?6— C.?4?6+(?4+?5)(?7+?8) = 0. — 

Ich dividiere Relation VI durch tp^ und erhalte mit An- 
wendung von I und II folgende Relation VF: 

(?5— T6)(f'?2-f?4)— ?8(?4-?6)=0. — 

Eliminiert man aus Relation III und Relation VI die 
Grössen (y^ — «pg) und («pg — (pg), so erhält man die schon früher 
gefundene Relation X. 

Eliminiert man dagegen aus Relation IV und Relation VI' 
die Grössen (y^ — «pg) und («Ps— «Pe), so kommt die Relation X': 

?7?8 = (f '?2— f?4)(g'?l— g?6)- 
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Ich subtrahiere nun die mit g' multiplizierte Relation V 
von der früher gefundenen Relation VII und finde mit Be- 
rücksichtigung von X folgende Identität: 

+(gV2~g?4) • |(f '?! - %) + (b' + n . ?2 - (c +d+f) . 'f,+cy, 

+?7 . |?7+?8-(c'+d'+f . ? 1 -(b'> c'+f '-!) . y,+(c+d+f ) . ?, 
+(b-c+f-l.y4=0; 

aus den Relationen III und IV aber resultiert 

(g>i ~g?5) : (g'?2— g?4) : ?7 = ?3(?6— ?5) ^ TiC^S" ^s) ' 9^(?1 " ^s) ^ 

benutzt man nun diese fortlaufende Proportion zur Um- 
gestaltung der voranstehenden Gleichung und dividiert zum 
Schluss noch mit (— ^4) durch, so bekommt man die Relation V, 
womit dargethan ist, dass sich Relation VII ableiten lässt 
aus Relation V. 

Wenn ich nun ferner von der Relation VII die mit g 
multiplizierte Relation V subtrahiere, so erscheint die schon 
früher gefundene Relation VIII, 

Wenn ich dann zur Relation VII die mit g multiplizierte 
Relation VI' addiere, so kommt die ebenfalls schon früher 
gefundene Relation IX, 

Wenn man Relation VII mit (b-(-d-f-3f), Relation V mit 
(b'+f) und Relation V mit (b+f) multipliziert, die drei 
multiplizierten Relationen von Relation XI subtrahiert und 
Relation X benützt, so erscheint an Stelle der Relation XI 
die vereinfachtere Relation XI': 

(c'+d'+f)f .y,2+(b'- c'+f-l)f .y,7 -{(d+f)r+(d'+f)f) .y,'f, 
-(b'+Of . ?2?4+(c'+l)f . ?3?4+(c+d+f)f . y,2-(b+f)r.9,y, 

-C'f «?3?5+(b~C+f~l)f.(p,(p5+(C+l)r . yi?6~Cf •?2?6 

- f . (p^y^+f . (p4?>,- (d'+2f ) .^,rp^- (b'+f ) . ?2?8+(d+2f) . tp,f. 

Subtrahiert man die mit f multiplizierte Relation V von 
obiger Relation XI', so kommt: 

(f ^^_fy ) j(c'+ d'+ f ')?! - (d + f ) . ?>4 - (b+f ) . ?5+(c+ 1 ) . ?6 



+(f'?2-%)-l(b'-c'+f'^l).?>i-c.ye} 



T 
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wegen Relation YI und Relation VI' aber gilt: 

wird nun diese fortlaufende Proportion zur Umformung der 
voranstehenden Gleichung benützt, so kommt wieder heraus 
die Relation V; also ist sicher Relation XI' abzuleiten aus 
Relation V. 

Hiemit ist nun gezeigt, dass sich aus den Relationen I, 
II, III, V und VI, freilich nicht linear, ableiten lassen die 
Relationen IV, VII, VIII, IX, X und XL 

§4. 

Anfstellnng dar Grnndknrve fg = nnd der zwölften 

Relation. 

(]Pi.(p^=0 repräsentiert eine Kurve lOter Ordnung, welche 

die Punkte A und B je wenigstens zu 4fachen und die Punkte C, 

E, 1, 2, 3, 4 und 5 zu je 2fachen Punkten hat; die Mannig- 
faltigkeit dieser Kurven f^^ beträgt ^ . 1 3—2 . 10— 7 . S^der 24 ; 

es muss daher 25 linear von einander unabhängige Kurven 

dieser Art geben. Nach dem Vorangehenden muss eine solche 

fjo, welche kurz durch Saj . «pitpk = bezeichnet sein soll, auf 

folgende Art darstellbar sein: 

+«8 • ?/f 4 + S • ?3?4 + «10 • ?4'+ «11 • ?1?5 + «13 • ?3?5+ «14 ' ?4?5 
+ «15-?5'+«16-?l?6 + «17-?2?6 + «19-?4?6+«20-?5?6+«21-T6' 
+ «22 • ?l?7 + «23 • ?2?7+«25 ' 94?7 + «26 ' ?5?7 + «28 • ??"+ «29 ' ?1% 

= 
oder in der Form: 

|«6Xi*+(a4+a5).Xi3x2-(a4-f-2a6).Xi3xg+(ai+a2+a3+g'a22 
+g'«23+g"«28+f«29)-Xi'x22-(2a,-f-a2+a4+2a5+g'a22+fa29) 
,Xi%X3+(ai+a4+a6+fa29).x,2x32-(a2+2a3+g'a23+fa29) 
•XiX22x3 + (a2 + a5+2fa29).XiX2X32+a3.X22x32— fogg.XiXg^l.a 

+ |K + «13)-Xi% — a,3.Xi3X3-f(a7 + «8 + «ll-g«22--g«23 
+g'«25+g'«26 -2gg'a28— f«29) ' ^i W- («7 + ^S + 2«ii + «13 

—g«22 + g'«26 — 2fa29) .Xi 2x3X3 + (a^i + 043 — f(X^^).X^^X^^+ 



2 
3 
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(«16 + «i?) • XA» — (o, + 20« + 2aig + Ol, - gojj+g'oas— foag) 

• XiXg% -j- (a, + og + a,8 — 2fag9) . XiXs,X3»+ (08+ o^,) . x^^Xa« 

— 047 Xg^Xg+fo^s . XiXj») . C3C3' 

+ |Ko-|-ai4+»i5-g«25-g«26+gS8)-Xi%*-(ai4+2ai5-ga28) 
.Xi%X3+ai5.Xi%ä+(ai9+a2o).XiX/— (2ai„+04^+a49+2a2o 

— gOss) • ^iXg^Xg + (Oi^ + Ogo) . XiX2X3''+ (Oio + 049 + «21) .Xg*Xj2 

— (ai9+2a2i)-X2%+a2i -^2*1 • Cj'* = 0. — 

Unter den 00 ** Kurven (^^ muss es geben 00 * Kurven, 
von denen jede zerfällt in die diesen Entwicklungen zu 
Grunde gelegte Kurve fg und in einen Kegelschnitt durch die 
beiden Punkte A (Xg=0; X3=0) und B (Xj=0; Xi=0), 

In der Gleichung 'Laj.fif^^O zerlege ich die linke 
Seite in die Summe zweier Formen, von denen die eine den 
Faktoren x^Xj besitzt, die andere nicht; also 

X1X2 • [|K+a5)Xi''+(ai+«2+as+g'«82+g'«88+g'S8+^«29) 
.XjXg - (2ai + 03 + 0^ + 205 + g'oaa + 2f o^j) .x^Xg — (o^ + 2aj 

+g'a28+f «89)-XaX8+(a8+«5+2f aii9)-X3*l • Cj" 

+ |(S + ai8)-Xl*+(*7+«8 + «ll -g«22-g«23+g'«85+g'«26 

—^SS\s-{<^9) • XiX2-(a7+2a9+2aii+ai3-ga22+g'ag8-2fa29) 

•XiX8+(*i6+«i7)-XaMa7+2a8+2ai6+ai7-g«23+g'«25-f«29) 
•X8X3+(a7+a9+aig— 2fagj) . Xg'l . CjCg' 

+ |(aio+ai4+ai5-g*95-ga26+g**28)-XiXa-(ai^+2ai5-ga2g) 

• ^^8 — (2aio + «14 + «19 + 2020 — ga25) • ^«Xj + (04 9 + Ogo) . Xg* 

+(«14+«2«)-X8''l.C3'? 

+ {agX,8-(a^+2ag) Xi^+Co^+a^+Os+f Oj,,) .x^Xg^-f ag9X3»| 
• l^aC^iXg + aXiXj + CX2X3 + ix^y + 2(XiX2 + ax^x, + cXj,X3 

+dX3'0(bX,X3''+fX3»)) 

+03X^X3» . jx,(Xg«+aXaX3+bx3*)*+2(x3»+ax3X3 +bx3«)(cx2% 

+dX3X3»+fX3»)) 

+ 1— «lsXi% + (Ojl + «18 — f«29) • ^A* + fOg» • X3»| . jCXjX, 
+aX,X3+CX3X3+dX3'')C3'+(bXjX3''+fX3»)(x/+a%X3+bX3'')| 

+ |(«8+ai7) ■ XaXs"— «17 • ^2%] • 1(^2* + »^2X3 + bX3«)Cj' 
+(CX2%+dX2X3''+fX3»)(XiX3+a'X2X3+ C'XiX3+ d'Xjä)) 

+«15 • XjX,« . JX3 (x," + a'x,X3 + b' . X38)« + 2(x,« + a'XiX3 

+b'X3«)(c'X,%+d'X,X3«+PX3'')| 

+ {(«10 + «19 + «21) • XgXs"— («19 + 2021) . Xa% + «31 . Xg8) 
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jxi(x,x, + a%X3 + c'XjXj + i\y+ 2(x,X3 + &\x^+ c%x^ 

+d'X3«)(b'X,X3*+f^3'0l] 



• bXiXgä+fx, 



31 
3 
' ■ 3 



, . . . '+«3 X2%*. |cX2%+dXgX3*+fX3»| 

. |bX,X3«+fX3B) |c/x,*X3+d\X3^+fX3»| 

+ |(«8+ai7)-X2''X3^— «..Xg^Xal. [cXaX+dXgXj^+fx _ 

. |bV3''+fX3H*15^l'^3'- (c\?X3 + d\X3'»+fX3«| 

+ |(aio+ai9+a2i) Xj%*— («19+205,1). Xa^+agiX/j 

.|b'x,X3'+l'x3f]= O.- 
Ich möchte nun die hier stehende Kurve lOter Ordnung 
zerlegen in eine Kurve 8ter Ordnung und in den Kegel- 
schnitt XjXg; zunächst sind vorhanden 25 willkürliche lineare 
Parameter Oi; gewisse hie von will ich nun so bestimmen, dass 
der zweite Summand auf der linken Seite der vorstehenden 
Oleichuog identisch verschwindet; deshalb gelten folgende 
10 Gleichungen: 

1) b* (Ze-bc'.043+c'». 0^5 = 0; 

2) 2bf.a«-b*.(a,+2ae)-(bd'+c'f).ai3+bc' (a^i+Ois-fa^,) 
+2c'd'.ai5 = 0; 

3) f2.a,_2bf.(a,+2a8)+b^(ai+a, + a« + ra,,)- (bf'+d'f) 
.«i3+(bd'+c'f)(a,,+«,3-fa,,)+(2c'f +d'^ . a,5+bc'f . o,, 

=0; 

4) _f^.(a, + 2a«)+2bf.(a, + a, + a„ + fa,3)+(bf + d'f)(a,, 
+«i3-f«29)- ff ' • «i3+2d'f . «i5+(bd'f+c'f«-b¥) . «33 = ; 

5) f^(a,+a,+a3+fa„)+r.(ai,+a,3 .fo^^)^f2.a,^+(i'P 
-bff') «33 = 0; 

6) c^.aj— b'c.ai7+b'*.a3i=0; 

7) 2cd,a3+b'c.(a3 + a,,)-b'^ (0^3 + 2031) -(b'd+cP) . 04, 
+2b'f.a3i=0; 

8) (d''+2cf).a3 + (b'd + cf).(as + a,,)-(b'f+df) a,,-2bT 

•(«i9+2a2i)+t>'*(*io+ai9+«2i)-|-f* «21 = 0; 

9) 2df.a3 + (b'f+dr) (a3 + ai,) + 2bT.(a,o + a,3 + a3j-P 

• («19+2021)— ff' -«17=0; 

10) ff'.(as+04,)+f«.a3+P.(a4,+a,3+a3,) = 0. - 
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Die Gleichungen 1,2,3,4 und 5 sind linear und homogen 
und entlialten die Unbekannten Og, a^g, («4-1-206), (a^i+Oig 

—^«29)1 (ai+a4+«6+f'«29)i «15 ^^d «29; i^ diesem System 
verschwindet nun die Determinante der Koeffizienten der ersten 

fünf Unbekannten ag, a^g, (0^+206), («n + «13 — fo^g) ^^^ 
(aj-j-a^-f-ag-j-fagg); ebenso verschwinden noch fünf andere 
Determinanten, welche man aus der soeben genannten da- 
durch erhält, dass man die Glieder jeder Yertikalreihe er- 
setzt durch die Koeffizienten von agg, während hingegen fünf 
andere Determinanten nicht verschwinden, welche man aus 
der ersten Determinante dadurch erhält, dass man die Glieder 
einer jeden Vertikalreihe durch die Koeffizienten von a^g er- 
setzt; daraus folgt, dass a^5 = sein muss; ferners kommt dann 

_ , 2c'+d'. 

c' 

Ahnlich verhält sich die Sache bei den Gleichungen 6, 
7, 8, 9 und 10. Man hat fünf lineare Gleichungen homogen 
in den 6 Unbekannten a^^, ag^, (ag+^i?)» Kg+^Ogi), (a^^ 
+<^i9+«2i) ^^^ °^3- ^^^ ^"s den Koeffizienten der ersten fünf 
Unbekannten a^^, a^^, (ag+a^^), («19+2031) und (aio+aig+a^i) 
gebildete Determinante verschwindet, während fünf andere 
Determinanten nicht verschwinden, welche aus der vorigen 
Determinante dadurch gebildet werden, dass man die Glieder 
der einzelnen Vertikalreihen durch die Koeffizienten von a^ 
ersetzt. Dadurch ergibt sich «3 = und ferners 

_ V+f 



c+d+f 



^10 -Jj/ ^17 'f 

2c+d , 

«19 = v;r--«i7 ^^^ 
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c 

Jetzt ist die Kurve Saj.(piyk = zerlegt in den Kegel- 
schnitt x^x^ = und in eine Kurve 8ter Ordnung, welche den 
Punkt A und den Punkt B je zum dreifachen Punkt und die 
Punkte E, 1, 2, 3, 4 und 5 zu zweifachen Punkten hat. Nun 
soll aber diese Kurve 8ter Ordnung auch noch den Punkt C 
zum Doppelpunkt haben. Diese Forderung involviert folgende 
3 Bedingungsgleichungen: 

(«2 + «5) ^+(^1 + «9+«i6) . ff '+(au+«2o)f''+(b'f^-dir') . a,, 
= 0; dann: 

K + «5) . 2bf + (a, + s + a,e) • (bf + d'f) + (a,, + a^,) . 2d'f 
_ a, . f2 _ (a, - a,e) ff' + a,, . f '^ - (fg' - f g) (fa,, + f 'a,,) 
ff^(b+d)^f^(V+ dO 

n i^ • «13 

+ |P(a' + b'+ c') - ff'(a + d) + 2bb'f — dd'f — bdf | . a^g = 

und endlich: 

(a, + a,) . 2df + (a, + a^ + a,,)(df' + b'f) + (a,,+a,,) 2b'f' 

+ «5 . f^ + K - «le) . ff' - «20 • f'- (fg'- f'g)(f«23 + f'«25) 
ff'(b'+dO-~f'^ (b+d) . 

"T j^/ • °^17 

+ |dif ' -> b'f2— d^f '— cff '+b'df I . a^j, = 0. 

Hiemit ist nun die Kurve £aj.(piyt = zerspalten in die 
Grundkurve fg und in den Kegelschnitt x^x^ ; die Grundkurve 
enthält homogen 22, also nicht homogen 21 lineare Para- 
meter. 

Eine zwölfte Relation besteht nun infolge der Gleichung 
fg = ; sie heisst fg . x^Xg = oder 

Saj.?i?k = 0, wo 13 dieser Koeffizienten aj 
durch die vorhergehenden 13 Bedingungsgleichungen abhängen 
von den 12 anderen Koeffizienten Oj, welche willkürlich bleiben, 
und von den 10 Konstanten der beiden Formen C3 und Cg', 
welche ebenfalls willkürlich bleiben. 

Durch 2 Punkte gehen 4 linear von einander unabhängige 
Kegelschnitte; also bestehen auf Grund der Gleichung f8 = 
vier linear von einander unabhängige quadratische Relationen 
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der (p, nämlich die schon angegebene fg . x^Xg = ; dann noch 
fg.XjXgrrrrO, fg x^Xg = Und ettdllch fg.X3^ = 0. 

§5. 
Anfsachnng der Koeffizienten der 18« Relation. 

Die 13. quadratische Relation der ^ heisst fg.XiX3 = 

oder .Saj.<pjfk.XiX3 = 0; man kann sie auch schreiben in 

der Form: £ßj.yiyk = 0; dann muss die Identität bestehen 

Xg . Saj . ^i^k — Xg . Sßj . f if k = 0. 
a) Der Koeffizient von Cg^ muss sein von der Form 
(ViXi^+VaXa^+VgXga+v^XiXg+VgXgXg+VßXiXg) . Cg', woraus 

(\^ OL — ' c' V * 

(2) a^4.a^4.ß^_|_2ße = a'Vi+c'v,+Ve ; 

(3) —«4— 2*6 = A'^i+c'Ve ; 

(4)ai+a2+a3+gSü+g'«23+g"'a28+^a29+2ßi+ß2+ß4+2ß5 

+g'ßgg+2f ßgg = c'Vg+a'v^+Vj ; 

(5) _2aj-a,-a,-2a5-g'a,,-2fai,j-ßi-ß^-ße-fß2, 

(6) ai+a4+«6+^aa9 = fVi+c'V3+d'Ve; 

(7) -a2-2a3 -g'a,3-f a^^-ß,— ß5-2f ßg, 

— d'v -j— b'v — l~a'v * 

(8) a2+a5+2f «ss+f ß29 = a'Vj+f v.+d'Vs+b'v, 

(9) a8 = t'V5+fV2; 

(10) -ß6=Vi; 

(11) -ß4-ß5=v,; 

(12) -ßi-ßg-ß3-g'ß22-g'ß33-fß29-g"ß28 = V,; 

(13) ß2+2ß3+g'ß23+fß29 = a'v,; 

(14) -ß3=b'v,; 

(15) -f.a29=d'v,+fv,; 

(16) o = rvj^ 

(17) 0=b'V3+fv6; 

hier haben die a, diejenigen Werte, welche ihnen nach 
Eelation 12 zukommen; aus ihnen werden die vorderhand 
unbekannten Grössen ß, bestimmt: 

Vi=vr «is; ^3=0; V3==0; V5=0; Ve =— Ojj; 
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^4 = — b • «lS+g'«28— g'ß28+«29 ; 

ßi = - |.«i3-g'«22-(c'+d'+r)g'.a,3 + (c'+d'+f)g'.ß,8 

+g'«29; 
ß2 = «2+«5+ ^^ • ai8-g'<Xgs-0>'-C'+2f- l)g' . «33 

+(b'-c'+2f-l )g' . ß,s+(b'+f ) . o,, ; 

ß8=0; 

ß4 = — «5 + * b • "18+'^'^' • «28— C'g' • ß28— «29 ; 

__1 

ß« — ]j**lS> 

g'ß22 =1 . ai8+g'a22+(c'+d'+f )g'. «^«-(g'+c'+d'+Dg'. (i^« 

— g'«29; 

g'ß2S = - 1 • a,3+g'a33+(b'-c'+f-l)g' . a,3-(b' - c' 

+f-l)g'.ß,3 und 
f 

f ß29 = — «2— «5— b • «13 - f g' • P28— (l>'+n • «29+^ g' • «28 ; 

Gleichangen 3, 4 and 6 sind befriediget. 

b) Der Koeffizient von Cg'* mnss sein von der Form: 

(ai^*+»2^*+"s^3*+»A^2+«5^^8+Ö6Vs) ^3, woraus 

(1) aio+ai4+«i5-g«2B— ga26+g'a28+ßu+2ßi5-gß26 

(2) — 044— 2ai5+gajg— ßi5 = dUi+bu4+au5; 

(3) ai5=fUi+bU5; 

(4) ai9+a2o+2ßio+ßi4+ßi9+2ß2o-gß25=a»3+c»4+n6> 

(5) — 2010—014— ai9—2a2o+gaä5—ßi4—ßgo = bUg+Ug+du^ 

+cug+au3; 

(6) ^i+^o = ftt4+au3+du5+bUg ; 

(7) «10+019+081= fUg+cUj+dUg; 

(8) — «19— 2021— ßio- ßl9— ß21 = dUü+CUeJ 

(9) a2i+ßi9+2ß2i=cu2 

(10) -ßio-ßu-ßl5+gß25+gß26-g'ß28 = l4; 
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Ol) — ßi9-ß2o=a2; 

(>2) ß,i=0; 

(13) Ui = ü; 

(14) bn3+fu, = 0; 

(15) dU3+fUe = 0; 

(16) fU3 = 0. 
Lösungen hiezu: 

«1=0; «3=0; «5=0; 118=0; 

—1 . — i _l1 

ßio=0; 

ß —^±1 a b+d+2f- l d+2f . 

Pl5 = ^ • «14 — Y«80+g«86 ; 

ßi9=0; ß2o=— y-«!?; ß2i=0; 

^8 -_?Üf _H-^+f _ a+b+2c+2d+2ffi 

Dr25 f '^14 \r '^20 ' ' V.f **17 

+ga25; 

_ a+2b+d+2f a+2b+d-f2f _b-c+f-l 

8P26 f '"14 f " •'*20 ' lj> "l7 

+^«26+^X8; 

S ß28 ^^ f • *14 f" • «20 "g? • «17~rS «28* 

Gleichung 3 ist befriediget. 

c) Endlich muss sein der Koeffizient von C3C3' gleich 

— (V,Xi«+V4XiX^+VeXiX3)C3-(U2X22+U^XiX2)C8'. 

Die Vergleichung der Koeffizienten gibt Folgendes: 

(1) a9+«i3+ßis = -avi— cX; 

(2) — «13 = — bv,; 

(3) o^+ag+aii— go^j -ga^g+g'agj+g'a^g— 2gg'a28-fa29+ß7 

+ 2ß9+2ßli+ßl3-gß22+g'ß2«-2%c, 

= — cvj— av4— Ve— c'Uj— a'u^; 

(4) — «7—209— 2an—ai3+gag2— g'ttgg + 2fa29—ßii-ßi3+fP29 

= — dvj — bv^- avg — d'u^ ; 

(5) «ii+aia— f«29 = fVi— bVg; 
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(6) ßi6+ßi7=0; 

(7) — Oj - 20« - 2ais— a„+ga33— g'ogs+faaj- ß,_ß,_ß,g 

+2fßa9 = - dv^— cvg— d'u^— b'n^ ; 

(8) a,+ag+a,g— 2fa29— fß29 = -fVi— dVg— fu^; 

(9) a8+a„ = — fUg; 
(10) ai7+ß8+ßi7 = l>'U3; 

(1 2) -ß^ -ß8-ßu+gß22+?ß23-g'ß25-g'ß26+2gg'ßg8+fß29 

— y u • 

(13) a,e+«ij+ß,+2ß«+2ß,e+2ß„-gß33+g'ß3s-%9 

= -cv4— a'Uj; 

(14) ß„ = 0; 

(15) £«29=— fvj. — 
Lösungen hiezu: 

a+b +d+2f+ l b'+d'+2r 

5 • «isi p • «17+g«23— g "^25 

1 /^ I oA . /4 I o^ . o 2b'f+cf-df+ff' 
+(d+2f)g' . «28— (d+2f)g' . ßgg =!^-p — ^— . 0,9 ; 

ß8 = 0; 

?9='hn j^ — • "13 i f— • («ui"«2oJ > 

ß - ^ ra-l-*^ « a+b+d+ f c'+d' 

Pii y (°'2+*5;— <^ — SH j^ • «isi — j^- 

• K4+a20)+g«22— g'a26+(b+f)g' a28-(b+f)g' ß28 

af-{-br-i-r+bT 

Pl3 — ^9 ]^j '^13 ^•(^4+^20)5 

ßi6=0 und ß,,=0.- 

Die Gleichungen 2, 5, 9 und 15 stimmen unmittelbar; 
aber auch die Gleichungen 3, 8, 12 und 13 stimmen, wenn 
man es nicht unterlässt, die Gleichung (ag-f-ag) . f^+Cav+Og-f-aie) 
.ff'+(ai4+a2(j).P-|-(b'f2— dff')=0 zu gebrauchen, welche bei 
Aufsuchung der 12ten quadratischen Relation aufgestellt 
worden ist. 
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§6. 
Anfsnchang der Koeffizienten der 14ten Relation. 

Die 14te quadratische Relation der <p heisst i^.x^x^—O 
und besteht infolge der Gleichung fg = 0; diese Relation 
kann nach dem Früheren auch geschrieben werden in 

der Form . Soj . y,(pk . x^Xj == 0, wo die aj so bestimmt sind 

wie in der 12ten Relation; diese 14te Relation lässt sich aber 
auch schreiben in der Form Syj . <piipk = 0, wo die Yj vorderhand 
noch unbestimmt sind; es muss dann folgende Identität gelten: 

Xj . Soj . 9,?>k— Xi . Sfj . ?,?>k=0. — 
a)Hier muss der Koeffizient von Cj*ein Vielfaches von C,' sein, 
also sein von der Form (ViXi*+Vs,X3^-|-V3X3*+V4XiX3+V5X2X3 
4-V8XJX3) . Cg'. Daher rühren folgende Bedingungsgleichungen : 

(J) a6+T4+2T6 = c'Vi; 

(2) a4+«5+2Ti+T8+T4+2T5+g'T22+2fT29 = a'Vi+c'v,+Ve; 

(3) -«4-206-71— T4-T6—fT29 = d'Vi+c'v« 

(4) a^ + «2 + «3 + g'oga + g'ogg + g'^Ojg+f «29+T2+2ir3+g'T23 

+fT29=c'V2+a'V4+V5; 

(5) — 2ai— ag— a^— 2a5— g'ogg -2f «29— Y2— Tj— 2fY29 

= b'v^+Va+d'v^+c'Vj+a'Vg ; 

(6) ai+a^+ag+faj,+fY29=fVi+c'V3+d'V3; 

(7) -Og— 2a3-g'a23-f «39— Y3 = d'Vg+b'v^+a'Vj ; 

(8) a2+a5+2f 0,9 = a'Vg+f v^+d'Vj+b'v« ; 

(9) a3=fv,+b'V5; 

(10) T6=0; 

(11) — T4-T5=Vi; 

(12) - Yi - Ta-Ts - g'T22-s;'T23— g'\8— f T29 = v^; 
(13). -ra,9 = d'v3+fVe; 

(14) ü = v,; 

(15) 0=b'V3+rv5; 

(16) 0=fV3. 
Die Lösungen hiezu sind: 

Vi=^ai3+T29; ^2=0; ^3 = 0; 

V4 = ff-(«2+a5)H — ^5— -«29; ^5 = 0; V6 = -ag9; 
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Yi = -(c'+d'+f).T29; 
_ i'-\-P A'-\-2P V-|-d^-|-2r— 1 



a "~2 



, (a'+c')f— b'd' ,.,,.„« .s 

_ v+f b' , {h'-\-fy 

'(3 — fr • «8 rt • *5 S *28 fr • *89 i 

(e'+d'+f) , , , , a'+b'-|-2c'+2(i'+2f+l 



, ^. I b^(c^+dO-f(a^+ l) ^ 

+(a'+b'+2c'+2d'+2r+t) . Y,,; 
a'+2b'+d'+2f , , , , b'— c'+f-l , , 

, (a'-}-2b>+d^+2f)(b^+ fO ^ 

+(b'_c'+f_i).Y„; 
/2 g' / . ^ «' . .2 (a'+b'+l)f+b'g' 

g"'-ir28 = -|--(«2+«5)-%-«l»+g'-«28- f «29 

— (a'+b'+2c'+2d'+2f +1) . Y29- - 
b) Der Koeffizient von Cg'* mass die Form haben 

Deswegen bestehen die Gleichungen: 

(1) «10 + »14+ «15— gOjS— 8026+ g*«28+ 2Yio+ Yu+ Tri9+2Tr20 

— gT25 = cUi+aU4+U6; 

(2) — 044 - 2ai5+gajg -Yu" Y20 = dUi+bu^+ang ; 

(3) -2aio— «14— «19— 2a«o+g«25— Y10-Y19— Y21 

= bu8+ 03+ äa^+ au. + cn« ; 

(4) ai5=fUi+bU6r 

(5) ai9+«2o+Yi9+2Y2i = aUa+CU^+Ws? 

(6) 014+0,0 =an3+fa4+ba5+dn6; 

(7) «10+019+021 = f«2+cn3+d«5 ; 

(8) — 019— 2ojji = dU2+cn5; 

(9) a2i=cu2; 

(1 0) — Yio— Yi4— Yi5+gY25+gY26— g% = «1 ; 
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(11) 






Tu+2Ti5- 


-8726 = 


-au,; 


(12) 








7l5 = 


=bUi; 


(13) 






—Tu 


fao" 


-U4; 


(14) 








'»21 = 


= 02; 


(15) 








= 


-bUa+fUg; 


(16) 








= 


= dU3+fU5 5 


(17) 








0: 


-f«3- 


Die 


Lösungen 


i hieza sind: 




«1 = 


= 0; 


«a = 


1 


«8 = 


0; 


«4 = 


1 

■f 


•K4+«20. 


>; «5- 


0; 


Ug— 0; 



_ c+d+f a+b+2c+2d+2f+l ^ 

_ b-c+f— 1 a+2c+d +2 

Ti6 = 0; 

_c , c— f , a4-2c+d+2 
Ti9 — Y ' ^i*"" f~ * ^^ "• b' ' °^' ' 

_ c+1 c— f+ 1 a+2c+d+2 

T20 — £ * ^4 Y * °^^ b^ ' ^' ' 

— 1 . _ 

T2I — ^/*^17 5 ST26 — T14J 

a-j-b+2c+2d+2f+l 

gT25 f • («14+«20) 

2a+2b+3c+3d+8f+2 , , » 
^ ' «i7+ga25+gX8 ; 

g% = — J • («14+«20) — ^/ • 047+g* • «28- 

Die Gleichungen 7 und 8 sind erfüllt. 

c) Der Koeffizient von C3G3' muss identisch sein mit 

- (ViXi'+V4X,X2+VeXiX3)C3- (U3Xg2+U4X,Xg)C3'. 

Durch Eoefflzientenvergleichung erhält man folgende 
Gleichungen: 

(1) a9+aiB+T7+2T9+2Tn+Tis— gT22+g'T26 -2fT29 

= — avi— cX ; 

(2) -«ts— Tu— •ri3+fTr29=— K; 
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(3) a7+«8+ail— 8022— g«»8+g'«25+g'«26- ägg'Osg-fOgj+YT 

+2T8 + 2Tfi6 + Yi7— gTas+g'Yas— fT29 = — cVi— aVi— Vg 

— c'n^ -a'u^; 

(4)— «7— 209— 2aii— «is+gaag— g'a5,g+2fa89— Y-— Yg— 7i6 

+2fTa9=~ dVi— avg— dX— bv^; 

(5) aii+«is— f«29— ^^29=— fVi— bVe; 

(6) ai6+«i7+Ti7=— CV4— aX; 

(7) —«7— 208—201«— «17+g«28—g'«25+f«29— Ts— 7l7 

= — dv4— cvg - d\—h\ ; 

(8) a,+a9+aig-2fa3j = — fv^-dVe— Pu^; 

(9) ^«29 = — fVe ; 

(10) 08+0,,=— fn,; 

(11) o„ = b'Ug; 

(12) 79+iri8=0; 

(13) Ti8=0; 

(14)) — T7— Ts— Yu+gT22+gT23 -g'Tss— g'T2«+2gg'T28+f"r29 

=— Vi— «4; 
(15) Ti8+Ti7=V4+a2. 

Hieraas als Lösungen: 

b-c-1 b+d+2f 

T7— ff (Oj+Os)— «7— ^Oj— Oig-j ^ «Oig 

a'+b'+l , d' , , , 

-y-^ — o„+^.(oi^+Ogo)+ga8a— g'ogg 

y(b-c-l)-P(a+2c+2) , ,. , „f, 
+ -^^ f '-^•029+(d+20.789; 

Ts = ^ • (O2+O5)— O7— O16+ j ' (ai4+08o)+ga23— g'025 

ay-2V-K+2f V(c+d)+P(c+2d .f f) . 

T p «17 i f Ogj, 

Y9=0; 

irii=(b+f)-T29; 

v'' ^+^ (.M.\M^ . «'+b'+l ^ (c+l)(V+ 2f) 

Die Gleichungen 1, 3, 5, 8, 9, 10, 11 and 14 sind durch 

die gefundenen Werte befriediget, wenn man die Gleichungen 

11, 12 und 13 von § 4 berücksichtigt. 

3* 
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§ 7. 
Aufsachung der Eoefflaienteii der ISten Belstion. 

Die 15te Relation heisst fg •23^=0; sie besteht infolge 
der Qleichnng fg— and kann aach geschrieben werden ent- 
weder in der Form Xj*-2aj'^,yk=0 — die a haben hier 

dieselbe Bedeutung wie in der 1 2ten Relation — oder in der 
Form S8j '9,91 = 0, wo die Grössen S vorderhand noch un- 
bekannt sind. £s muss also bestehen die Identität 

V^WTk— ^^'^Sj 9,9^=0.— 
a) Der Eoefflzient von C,* muss sein (UjXj'+UgXj^Xg 

+U3Xi»Xj+U4XiXj,»+U5XiX2X3-fneXiX8«+U7Xj,»-fn8Xg»X8+U9XgX8» 

+«10X3') • Cs'- - 

Die Yergleichung der Koeffizienten gibt: 

(1) ag=d'Ui+c'u,; 

(2) a,+a,-8,-S,-S,-f 8,, = bX+d'u^+a'Ue+c'Us+Ue ; 

(3) -a,-2a, = fUi+d'U3-fc'U8; 
(4)a,-fa,+a3+g'a33+g'a33+g'X8+fa29-88-85-2f8,, 

= b'Ug+d'u^+a'Us+c'Ug-l-Us ; 

(5) — 204— Oj—a^— 20(5— g'agj,—2fag3+f83j 

= f Ug+b'Uä+d'Uj+a'Ue+c'Uj+Uio ; 

(6) «i+a4+«6+f«89 = fö3+<lX+c'öio; • 

(7) — «2—203— g'ogs—f 039 = f u^+b'Uj-f d'n8+ a'Uj ; 

(8) «2+05+2^033 = f Us+b'Ug+d'Ug+a'Ujo ; 

(9) a3 = fn8 l-b'Uj; 

10) -fa3,=fu6+dXo; 

11) -8«=Ui; 

12) _8^_85=U3; 

13) 8,4-283 =aX+c'u3+U3; 

1 4) - 81 _83-83-g'833 - g'833-g'«833-f 833 = u, ; 

15) 28i-f 83-^8,+ 28,+ g'833+ 2f 833 = a'Ua+c'u.+u, ; 

1 6) 83+283+g'833+f 833 =aX+c'u7+Ug; 

17) -83 = b'u,+d'u,+a'Ug; 

18) Ui = 0; 

19) 17 = 0; 

20) 0^0=0; 
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(21) fu,+b'U8 = 0; 

(22) fU9+b'a,o=0.- 

Lösungen hiezu: 
Ui = 0; U7 = 0; U8 = 0; «9=0; viio=0; 
_ d'+P d^+2P b^-i-d^+2f g' 

, (ay-cOf-b'd' , - 

+ — p «29+'>89 ; 

1 1 b'+2f' 

«3 = j^'«13; »5 = f(a2+«5)H f— -«89; 06 = — «895 

_ b'+p b' g^ (y+f)^ 
d^c'+d^+ f) (d^ff)(c4^+r) 



(c'+d')(b'+d'-ff)— (a'+c'+l)r , (c'+d')g' 

bf 



H üS *=^ST ff ~'«22 



(c^+dQVd^— (a^+cO(c^+dOf cT(b^+r)-f-F^ 

_(c'+d'+f).8,,; 
3. d'(2b'— c'— 1)— f(a'— b'+c'— d'-f+l) 

, d'(2b'— c'— 1)— f(a'— 2b'+2c'+2) 
-1 ^1 «5 

(V+d^+f)(b>-c^+f-l) (b>-c>+F-l)g^ „ 

~ fr '*23 

(b'-c'-l){b'd-(a'+c')r|-(c'+d')f"'+d'(b'-|-f)2-aT(b'+2r) 

-^ ■ ■ p «29 

+g''«28-(t>'-c'+2r-l).829; 
- b'(b'+f) , b'ä , b'g' , b'(b'H-f)« 

°3= "~p «2+p8**5+~f^"'''23H fra «295 

j c'(d'+f) c'(d'+2f) c'(b'+d'+2f)— f 

^4 = ^2 ~7*«2 f/2 *5 5^ «13 

c'g' , (a'+c')c'f— b'c'd' , , . 

^-«22 + ^ -p2 «29+^-^29; 
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(c'+ 1 )(d'+r) (c4-i)(d'+2P) 

(c'+1)(b'+d'+2P)-P , (C>+l)g^ , 
i — ^p <*i8T f *aa 

(a'+c')(c'+l)f— (e'+l)b'd' , , , „ . 

— ■ -^2—'^^'^ «29— (c + 1) • ^29 : 

56 = 0; 

_ d'(a^ 2b^+ 2c^ 2dV 2f + 1) + b^c^ + r(V + c ^d^f ) 
S "aa — «2 ■ *2 

d'(a'+2b'+2c'+2d'+2P+l)+b'c'+r(a'+2b'+2c'+2d'+2P+l) 

p2 5 

-g'S8+(a'+b'+2c'+2d'+2P+l) • 8,, 

(aT+cT-b'dO(a^b^+2c^2d^2f + l)+bT(a'+ 1 )- b''(cVdO 

"T «2 '«29 

,- d'(e'+l) _b'(a'+2b'+2d')+r(-3b'+c'— d'-P+l) 

gÖ33 = p «3 

d'(c^+l)— b'(a^4-2b'4-2d04-r(a^-2b^+2c^+ 2) 
~r «2 '^ 

_ (h'+i\.'+r)(b'—c'-\-f - 1) (v-c^-j-p-i)g^ 

|)ff '«18 f "«22 

(a'+2b'+d'+f)g' 

tf «28 



, (-b ^cM)(Vd^-aT-cT)■^(c^dOF ''- (a^2b^dO(b^^)''+ a T(b^ 2^) 

T" fr2 

-g'S8+(»>'-c'+f-l)-83,; 

8 °28= p («2+«5)+- ]^ «184--fr'«2a 

g/2 jb'(b'+d'+r)-P(a'+cOl 

+ Y • «a3+g"'«a8+ '■ f-2 -S' • «29-g'829-- 

b) Der Koeffizient von Cg'^ mass identisch sein mit 

(ViXi»+ VgX,% + V3X/X3 + V^XiXj,«+V5XiXjXg + V6XiX3»+V7Xg» 
+V8Xj,%+V9X2X32+Vi«X38) ■ Cj. 

Die Vergleichang der Koeffizienten gibt: 

(0 «10+«14+«15— ?«25— g«a6+g*«a8— 8l4— ^20 

= dvj+cvj+avs+vg+bv^ ; 
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(2) 
(3) 

(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 

(9) 
(10) 

(11) 
(12) 

(13) 

(H) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 



— «14— 2ai5+?«8« = fV2+dVs+bV5+aVg ; 
— 2fl4o— oi^— 049— 2aao+gag5=fv^+dV54-cv6+bV8 

«le+ogo-^io— 819— 821 = dv^+cvj-f-bvj+avg+v, ; 

ai4+«»o = fvs+dvg +bv,+aVio ; 
aio+*i9+a2i =fV8+dV9+cVio ; 
—«19- 2agi =fv7+dv8+cv9 ; 
«2i=dv7+cv8; 

-8lO-8l4-Si5+gSi,5+g526-g*828 = V, ) 

Su+28i5-g826 = cvi +av2+V3 ; 
28io+8u+8i9 + 2830 -gSas = cv.+av^+Vs ; 

— 8i5=dVi+bv2+av8; 

-819— 820 = ^4 ; 
8i9+282i = cv^+av,+V8; 

—^81=^7; 

Vi=0; 
fVi+bV3 = 0; 
fV6+bVio = 0; 

CV7=0; 
fV9+dVio=0; 

Vio=0. 



Die Lösangen dieses Systemes sind: 



V3=0; 



'6 



V8 = k7-«17; 



V5 = f •(ai4+«2o); 



Vi=0; 

1 

b 
b+f 

d+f d+2f 

•«14— " •« 



0; V7=0; y9=0; Vio=0, 



■f2 ■ *20 



+ 



V4 = 



f "*26'i 

b+d+2f 



d(c4-d+f) 



'10 



f* 



P 



«14 4- 



20 



b'f 



(d+f)(c+d+ f) 



CL 



«i7 + j-a25; 
(c+d)g 



•20 



f 



•«25 



+ 



(c+d)(b+d+f)-f(a+c+l) 

b'f 



a 



171 



^ d(2b— c-l)-f(a— b+c— d— f+1) 



'14 



. d(2 b-c-l)-f(a-2b+2c+2) ^ , (b+d+f)(b- c+f- 1) 

T" es •'*20"i üTf '*17 



f 



b'f 
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f «25 f «26+& «88 i 



_ b(b-ff) b* . bg 

°t5 — f2 '«1*1 «-"ao F 



p "n4 I p 



•«26; 



_ c(d+f) c(d+2f) c(b+d+2f)-f „ , cg ^ . 

(c+l)(d+f) (c+l)(d+20 „ , (c+l)(b +d-f2f)-f 

°20 — £2 ■•«14-r — J2 «20 H ^7f «17 

(c+l)g ^ . 

f «25» 

821=0; 

5, d(a+2b+2c+2d+2f-|-l)-f-bc+f(b4-c+d+f) 

?°25 = fi «14 

, d(a+2b+2c+2d+2f + l)+bc+f(a+2b+2c+2d+2f+l ) 
T fi ■ ~~ — —•«20 

, (b+d)(a4-b+2c+2d4 2f+l)+f(c+d+f) 

H b'f «17 

(a+b+2c+2d+f+l)g ( c+d+f)g , 

f «25 f «26 +S «28; 



_ _ d(c+l)— b(a+2b+2d)+f(— 3b+c— d-f+l) 
d(c+l)— b(a+2b+2d)+f(a— 2b+ 2c4-2) 

£2 '«20 

(b+d+f)(b-c+f -l) (b-c+f-l)g 



Vf '^ f 



*'25 



(a-|-2b+d+ f)g . 

(b+d+f)g . . . (b+d+f)g g\ g'» 

g «28 = f2 («14+ «20;i Pf «17 — J • «25 f • «26 

H-g^s- — 

c) Der Koeffizient von CgCg' mnss identisch sein mit dem 
Ausdruck -(UaX^^ + U3Xi%+u^XiXj«+U5XiX3X3+U6XjX8»)C8 

Die KoefflzientenvergleichUDg liefert nun folgende Relationen : 

(1) S+«i3— 8ii-8i8+f829=— K-ais-d'Va— c'Vg; 

(2) ai3=t>'U3; 

(3) «7-1- «g+an -ga^a— g«23+g'«25+g'«26— 2gg'ag8— fo^g— 8, 
-89— 8i6+2fS2g=— dug-cttg-bu^— au5— Ue-b'Vj— d'v^ 

— a'Vj-cVg; 
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(4) _at,_2a9— 2aii— aij+gogg— g'ogg+äfogs— f^M 

= — fUg— dUä— bUj— aug— f Vj- i'v^ ; 

(5) *n+ais-f«29 = — fOs-K; 

(6) aig+a„— Sg— 8„=— du^-CUj— b'v^-a'Vg; 

(7) _«,— 208— 2aie- a.„-\-ga^3~g\i,+i<x^g = —{a^—dvi^ 

— cug— f Vi— b'Vj - d'Vg j 

(8) «T+S+aie— 2fa29 = — fUs^dUg— fVj; 

(9) fajg^r- fu«; 

(10) ag+a„=— fVg; 

(11) c^,=h\; 

(12) 89+5x8 =v,; 

(13) _8^_Sg_a^^+g8^^-|_g833_ g'835_g'8,g+2gg'8,8+f5,, 

(14) 8,+28,+28ii+ ^s-S^2+S'^6-2i8,, = -au^-ii, -a'v, 

(»'y y • 

(15) 8,+288+28i8+8„-g8,3+g'8g5-fS,9 = _cu,-au,-i 

— 8« V4 — Vg ; 

(16) 8i,=-c'v3; 

(17) 8i7 = -cu4; 

(18) 8i6+8i7=a4- 

Als Lösungen dieses Gleichangssystemes erhält man: 

f(a_b-j-c— d+l)+b'(-b+c+l)— dd' 
°7 = fä *a 

f(a-2d)+bX-b+c+l)-dd^ 

P(b-c+2d+f)+ d(b^+dO , 

bf ^» 

f(b^-c^+2d^+f)4-d^(b4-d) 

Pf "»' 

f(a'_b'— c'-d'+l)+b(-b'+c'+l)-dd' 
T fS • "14 

f(a^-2dO+b(-b^+c^+l)-dd^ _ . fg+dg^ , 
fg4-(b-c-l)g' _ , fg'+d'g , fg^ 4-(b^-c^-l)g ^ 



+ «a ' «89 

-2gg'ag8+(d+2£)-8,9; 
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b^(c+d)4-df ^ V(c+d)-cf 



(a^+bO-(b+d+ 2f) _ bXd+f) V(d+2f) 
T 57 =^7 fä "u p «20 

_(c+d)g; b;g (b'+f)(yc+b^d+df)-cff^ 

_ (b-HK+l) „ b(c'+l) , (cy-l)g ^ . 

°9 p «14 jfi «20 H f «26> 

b(d^+f) ^ b(d^+2 r) b(b>+do+r(b-a) 

_ b(cy-dO+d'f ^ _ b(c^+dO-c ^f „ bg' ^ 
, (c^+dQg „ (a^+cQbf-byd^ . 

H f «26 H f»2 «29+(b-ri) • «29 5 

_ (b4-f)c' , bC c'g , 

<*1S — p «14i-ir*«20 f-'«26 5 

_ (b^+f)(c+l) b\c+l) ^ (c+l)g' ^ 

°16 p «2 fä «5 f «23 

(b^+f)'(C+l) . 

fr2 '^9) 

. (b^+f)c , b'c . cg' , (b'+P)«c 

Die Gleichungen 2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 14, 15 und 17 
müssen stimmen, wenn man die 3 letzten Bedingungsgleichungen, 
welche bei Aufsuchung der 12ten Relation festgesetzt worden 
sind, anwendet. — 

In den ersten elf Relationen stellen die 10 Parameter 
a, b, c, d, f, a', b', c', d' und f 10 Moduln vor. Im § 4, 
wo die Gleichung der Kurve fg = aufgestellt wird, kommen 
25 vorderhand unbestimmte Koeffizienten vor; ebendaselbst 
werden aber 13 Bedingungsgleichungen aufgestellt, aus welchen 
man bestimmen kann die Koeffizienten o^g, a^, a^, ag, o^^, ag, 

^j °4o> ^9) ^1? ^» ^22 ^^^ ^23? ^s bleiben also in der 
Gleichung f8 = 0, sowie in den letzten vier Relationen will- 
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kttrlich in homogener Form die 12 Grössen: o^, aj, «,, a^, 
*i4i *i6' *i7) °'^o' "'•25» *265 "28 '^'^'^ "29? ^^^'^ "^ uicht liomogeuer 

Form die 11 Parameter -^, -^, -^, ^8, ^, ^, ^', 

^29 ^9 ^29 ^9 ^9 ^29 ^29 

-^ , -^ , — und -^ , welche die noch fehlenden 1 1 Moduln 

^29 ^9 ^9 ^9 

der Klasse sind. 



